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SUR LES SCINDEhIENTS DE HEEGAARD DE LA SPHl?RE S3 
JEAN-PIERRE OT4Lt 
UN scindement de Heegaard de genre y d’une variiti de dimension trois, M, est une surface 
orientable de genre y qui dOcoupe .V en deux bretzels. c’est i dire en deux variltks, chacune 
diffkomorphe i la somme connexe #,S’ x D 2. Nous nous proposons de donner une 
nouvelle preuve du thkortme suivant, d6 i F. Waldhausen (cf. [S]): 
‘Tt~tioR~ME. Pour bout cnlkr q. ii n’e.xiste d isoropic prcs qu’un setrl scindemrnt de 
Hreyuurd de genre q du ltr sphh-e SJ. 
Le thtiortime ci-dessus a L’tL; appliquk dans divers contcxtes: dans [3]. ii sert zi prouver 
I’unicitL: topologiquc des surfaces minimales d’un gcnrc dorm& dans S’ munie de la 
mL;triquc sphkiquc; duns [2]. c’cst Ic point de dL:part pour la classification dcs scindemcnts 
de Hsepaard dcs espaces lcnticulaircs. La prcuvc que nous donnons ici ne fait pas appel au 
thcortimc de Rcidcmcistcr Singer. contrairomcnt ;I ccllc de F. Waldhauscn; mais cllc utilise 
dc manikc esscnticllc Ies tcchniqucs fines d’tilimination dcs singularitL:s, introduites par 
H. Schubert dans sa classilication dss nocuds ri dcux pants ([4] ainsi que [I] et [2] pour 
d’autres applications dc ccs mSmes techniques aux scindements de Heegaard). 
Pour g = 0 ou $1 = I, Ir thkkmc ci-dessus est une consiquencc facile de I’unicitk des 
voisinagcs tubulaires. aussi nous ne nous intkesserons qu’au cas oli g 2 2. 
&ant donnc un scindement de Heegaard S de genre q d’une vari&C M, nous rappelons 
I’opkation de .sruhi/i.wion (cf [S]. [Z]), qui pcrmet d’en obtenir un de genre .(I + I: elle 
consiste li faire la somme connexc de S avec le scindement standard de genre I de S’ (Fig. 1). 
La surface obtcnue est bien difinie zi isotopie prCs. 
Le Crittke suivant, bicn connu. permet de reconnaitre qu’un scindement est obtenu par 
stabilisation. 
CRIT~RE I. Soir S un scindement de Iieeyuurd de genre y de lo cariL;tL; M, dkoupunt M en 
deux hre~x~1.s H, et H,; supposons qu’il existe deus disques D, et D,, propremenr plongh 
respecriwmsn~ duns H, et H, rels yue les courhes ?D, et 20, s’intersedent transuersalement 
en un seul point. Alors le scindemenr S est ohtenu pur stuhilisution sur un scindemenr de genre 
y- I. 
Pour ktablir le thCor6me. il nous s&it de montrer que tout scindement de S’ de genre 
g > I satisfait Its hypothkes du critke ci-dessus. et de raisonner par rkurrence. En fait, 
nous montrerons qu’il vkrifie Ies hypothkscs plus &n&ales du lemme suivant. dont la 
preuve sera donnke au 43. 
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LEMMA 2. Soit S un scindement de Heeyaard de genre g June varieti M; soient H, et H, 
les deux bretzels qu’il borde. Supposons qu’il existe dew disques D, et D, d’intPrieurs disjoints 
tels que: 
(I) D, est proprement plongi dans H, ; 
(2) SD, c S et D, est tranrerse ci S; 
(3) L’intersection dD, n SD, est tranverse et rPduite ci un seul point. 
Alors le scindement S est ohtenu par stabilisation sur un scindement de genre g - I. 
I. MISE EN PLACE DE LA PREUVE DU THtDRkME 
On se fixc une fois pour toutcs une fonction de Morse h sur S’, ayant comme seulcs 
singularitls un maximum ct un minimum. Soit S un scindement de Heegaard de SJ de genre 
9 > I et soicnt II,, II, Its dcux brctzels qu’il bordc. Soit r un graphc sans sommct libre tcl 
quc If, est isotope a un voisinagc rcgulicr de l-. Certains mouvemcnts sur I- ne changcnt pas 
Ic type de plongemcnt d’un petit voisinagc regulicr N(r) i isotopic pres: cc sont d’une part 
les isotopics. ct d’autres part Its mouvcmcnts de Whitehead, decrits dans la Fig. 2. 
L’idce glncralc dc la preuvc du thcoremc est de modifier la position du graphc de d&part 
r vis a vis de la fonction h par dcs mouvements de I’un dc ces deux types jusqu’a ce que lcs 
hypotheses du Lemme 2 soient verifccs. Le graphe r sera dit en position gh!rique 
(sous-cntendu par rapport i Jr), lorsque lcs conditions suivantes seront virifees: 
(I) pour toute arEtc k de I-. la fonction restriction hlk est une fonction de Morse avcc 
seulement des singularitis dans I’interieur de k; 
(2) aucun sommet de r n’est un extremum local de h)lT 
(3) les niveaux des sommets de r sont distincts entre eux. distincts aussi de ceux des 
singularitts de h sur les a&es de I-. 
Nous considererons dans la suite, uniquement des graphes r en position generique dont 
tous les sommets ont valence 3 (graphes adapt&), et certains graphes avec un sommct de 
valence 4. A un tel graphe. on peut associer un feuilletage d’un voisinage regulier N(r) de r. 
Considtrons tout d’abord une decomposition de r formte de voisinages connexes fcrmis s, 
des sommets oi, et d’arcs ti, fermetures des composantes connexes de r - u sI. Le voisinage 
regulier N(r) est alors decompose en voisinages S, des “ltoiles” s, et en tubes Ti. voisinages 
des arcs ti. Les voisinages Si admettent un feuilletage par les surfaces de niveau qui sont 
>-<-x x-x 
Fig. 2. 
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tomes des disques sauf une. lorsque bi a valence trois, qui est homeomorphe a la reunion de 
deux disques avant un point frontiere en commun. et, lorsque ui a valence 4, deux surfaces 
du type precedent. Soit maintenant A un disque proprement plongi dans S3 - S(f). 
non-separant. Apres une isotopie de A. supportee dans un voisinage de C’A. on epeut 
supposer que la restriction hl?A a le nombre minimal de points critiques dans la classe 
d’isotopie de A (on dira alors que la courbe CA est tendue sur 2N(f)). Dans ce cas. si c, est un 
sommet de valence 3, pour chaque z. composante connexe de S, n ?A. la restriction de 
h i I’interieur de I’intervalle z a au plus un point critique. 
Considerons maintenant un sommet de valence 4; supposons que le bord du disque 
A peut etre isotope de sorte que chaque arc d’intersection du disque avec un voisinape de ce 
sommet ait au plus un point critique: on dira alors que le sommct considere est udtipr;. 
Remaryue SW les gruphes adaptk. La proprittt fondamentale d’un sommet de valence 
4 adapte est qu’il peut etre perturb& en deux sommets de valence 3, sans changer le nombre 
de points critiques de la fonction h restreinte au bord SA. 
On construit maintenant a partir du disque A et d’une retraction de N(T) sur f. une 
application IT: D’ --, S’ telle que: 
(I) la restriction n/int(D’) est un plongcment d’image disjointe de f; 
(2) n(c’D’) c r et n(D*) intersectc la fcrmeturc de S” - N(f) en un disque isotope a A; 
(3) rcstreintc. sur Ic bord. a un voisinagc sutlisammcnt petit d’un point .Y dc CD’. 
I’application I[ est. ou bicn injcctive, ou bicn un “rcvetcmcnt ramific” d’ordre dcux 
sur son imapc. et darts cc cas le point n(u) est un sommct dc r. 
Precisons cc quc now entendons par “revetcmcnt ramific”: on dcmandc qu’il existc un 
voisinagc fcrmc I. dc x. tcl que I’application n restreintc a chacunc dcs dcux composantcs dc 
Y - .Y wit injcctive et que Its dcux images coincident. II cst important de notcr quc, du fait 
quc Ic disquc A cst non-separant. la projection construitc cc-dessus. rcstrcintc au bard, nc 
pourra avoir unr image entiercmcnt contenuc dans I’intericur d’une memc a&e dc I- (la 
proprietc dc S’ utilisee ici. est de nc pas contenir de sphere plongee separante). 
On introduit unc complcxite notee c(r)E N, pour decrire la position du graphc I- par 
rapport a la fonction h: 
DL;linifion. c(r) = nombre de points critiques de la restriction 11 ’ nl?(D’). 
En utilisant le complexe & = n(D’), nous montrerons au $2 la proposition suivante: 
PROPOSITION. On prur trun.s/ormrr, pur isotopies er moucemenls de N’hirehrud, un yruphr 
urhitrairr en un yraphe uduprt; I-. ayant la proprit;t6 suivante: il e.riste une courhe simple /ermPe 
7. ploruytk duns I-. tellr yue lu foncrion hly possPde un srul maximum et un seul minimum. 
Le theoreme est unc consequence facile de la Proposition 3 et du Lemmc 2. En effet, la 
courbc ;’ fournic par la proposition ci-dessus est non nouic (car on est darts S’). Soit D un 
disquc plonge dont elle est le bord. Notons H, un petit voisinage regulier de r. transverse 
a D. Une composantc de D - c’H, est un anncau contenant 7; lc complementaire dans D de 
cettc composantc est un disque D,. A partir d’un point de y situ6 dans I’intericur d’une arete 
de r. on peut construire un disque D, contenu dans H,, dont le bord recontre SD, 
transversalement en un seul point. Ces dcux disqucs veriticnt Ies hypothcscs du lemme 2. 
D’apres cc‘ Icmmc, lc scindemcnt F est obtcnu par stabilisation sur un scindcmcnt de genre 
g- I. 
252 Jean-Pierre Otal 
2 PRECVE DE LA PROPOSITIOS 3 
Le disque A &ant fix6 une fois pour toutes a isotopie prts darts Hz. on choisit, parmi 
tous les graphes adapt&, un graphe T. minimisant la complexite c(T). Nous allons voir que 
cette hypothese ntraine que r contient une courbe plongee 7 satisfaisant la conclusion de la 
Proposition 3. 
Tout d’abord, d’apris la remarque sur les graphes adaptis. on peut supposer que le 
graphe T a tous ses sommets de valence 3. Maintenant. apres une isotopie de I’application IL, 
constante sur ?D’, la fonction h 0 nl D’ est de Morse avec des singularites dans I’intirieur 
ides niveaux distincts, distincts en outre de ceux des singularitis de h - nlt?D’. Les lignes de 
niveau de la fonction h > n definissent un feuilletage F de Dz avec des singularites interieures 
du type selle ou centre. et des singularites au bord du type demi-selle ou demi-centre. 
d&rites sur la Fig. 3. 
Par des considerations de caracteristique d’Euler, on deduit de I’analyse du feuilletage 
F que Tune des deux situations suivantes est toujours virifiee: 
ler cas. II existe une selle s de F et trois courbes de niveau 6,, S,, S, issues de s ayant les 
proprietes suivantes: 
(I) Les extremites i de Si, distinctes de s, sont sit&es sur 30; 
(2) II existe sur 2D deux arcs k, et k, d’interieurs disjoints avec c’k, = s, u s2 et 
2k, = s2 u s, tcls que la fonction h ‘n/k, a un scul point critique IC,. pour i = I, 2. 
2~ C(JS. II cxisto unc dcmi-scllc s dc F ct unc fcuillc 5 d’extremitcs dc s ct s’ tcllcs quc: 
(I) (s, s’) cst la frontierc d’un arc k contcnu darts c!D, dans I’intcricur du qucl la fonction 
hymn a un scul cxtrcmum; 
(2) Lc disquc 11, contcnu dans D’ ct horde par k u 6 ne rencontrc dans son intcricur 
aucune separatrice issue dc la dcmi-scllc s. 
Faisons. en raisonnant par I’absurde, I’hypothese suivante: 
IfyporhP.w*. Le graphe minimisant r ne contient aucune courbe y verifiant la con- 
clusion de la Proposition 3. 
Nous allons voir que ccci contredit la minimalite de c(T). Nous distingucrons pour cela 
plusicurs situations, group&es elon laquclle des deux configurations prMdcntes apparait 
sur le feuillctage F. 
ler cus. Soient u, et u2 les deux disques contenus dans D’ et rcspcctivemcnt bordcs par 
6, u S, u k, et 6, u 6, u k,. Si la fonction alk, n’est pas injective, il existe un voisinage 
ferme maximal r, de I’extremum p’i de h 0 nlki tel que: 
(I) ~1 ri est un revetement ramitie sur son image; 
(2) la restriction nlk, - T, est injective. 
SfFllO Centrr Den-u-selle Dem -centre 
Fig. 3. 
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Remarquons que le voisinage T, est connexe d’aprts I’hypothese’. 
ler sow02s. T, = 4 et f2 = 4. 
On va utiliser le disque r , pour isotoper un voisinage de I’arc k’,, fermeture 
de la composante de rr(k, - p,) contenant s, sur I’arc k;, defini de la meme facon mais 
contenant s2. 
On realise ce mouvement en deux etapes. On se ram&e d’abord au cas ou toutes les 
feuilles de F, contenues dans I’,, issues de k;, aboutissent a k’,’ sans rencontrer de singula- 
rites. Considerons pour cela une feuille de F. joignant k; a k; et contenant une singularite de 
F; soient x et x’ les extremites de cette feuille. D’apres I’hypothbe de genericite impoie i la 
fonction h 17 RID’. x et x sont tous deux contenus dans I’interieur d’une arete de f. On 
isotope alors un petit arc x, voisinage de n(y) contenu dans n(k’,) dans un voisinape de l’arc 
correspondant 2 de I#,‘) dont les extrimitts sont au meme niveau en utilisant le disque 
contenu dans & bordt par la reunion des arcs z, z’ et des deux feuilles (repulieres) de F dont 
les niveaux sont ceux du maximum et du minimum de z. L’operation. dont I’effct sur r, est 
de supprimer les singularites inttkieures de L’, situ&s entre les niveaux des extrcmites de 
zest une isotopie de r qui n’a aucun effct sur la complcxite c(T); elk introduit sculcmcnt des 
singularites nouvelles dans I’interieur du complcxc n(D’) (sur tous Its autrcs fcuillcts dc 
A aboutissant sur I’arete contenant I’arc z). 
Apres un nombre fini de telles opkrations Ic fcuillctagc du disquc 11, n’a plus dc 
sinpularitcs cntre les dcux fcuillcs contcnant respcctivcmcnt /I, et s,. Alors. ou bicn 11, cst 
une sinpularitc du type dcmi-ccntrc. ou hicn, c’cst unc sinpularitc du type dcmi-sulk. Dc la 
dcuxicmc situation, on sc ramcnc a la premicrc: on isotope pour ccla un arc, voisinagc de 11, 
sur k\, dans un voisinagc dc I’arc corrcspondant (d’cxtrcmitcs au mcmcs nivcaux) dc k;. par 
la mcmc methodc quc preccdcmmcnt. 
On cffcctue Its mcmcs operations sur Ic disquc L’~, dc facon ri SC ramcncr a un disquc 
muni d’un fcuillctagc dont la sculc singularite est un dcmi-ccntrc. Ccs modifications n’ont 
aucun effct sur le disque n(o,) car les images n(t,,) ct n(r*,) s’interscctcnt uniqucment Ic 
long dc I’image de I’arc 6, et on pcut done supposcr quc Its isotopics dc 1~~ cvitcnt I’image 
de I’arc S,. 
Alors que les operations prtctdentes etaient uniquement dcs isotopics, les mouvements 
que nous introduisons a present sont des mouvements de Whitehead (Fig. 4). En utilisant Its 
disques u, et u2 on fait glisser le long des feuilles du fcuilletagc dc ce disque un voisinagc dc 
I’arc n(k’,) jusqu’i ce que cet arc soit identifie avec n(k’[). On procede de mcme avec les arcs 
n(k;) et n(k;) jusqu’a obtenir un graphe ayant un sommet de valence 4 au niveau de la 
selle s. Par une isotopie du disque D. supportee dans un voisinagc dc n(k, uk,). on peut 
r(k;) n(*:) 4 4 I n(k;) n(*;) 
Fig. 4 
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rkduire de 2 le nombre de singularitb de la fonction hl?D’. D’autre part, l’allure du disque 
D pr6s du sommet de valence 4 introduit est particuli&ement simple: c’est une riunion 
d’arcs monotones pour la fonction de Morse et ce sommet est done adapt& 
Par une perturbation (qui est en fait un mouvement de Whitehead) de I- supportte dans 
un voisinage de ce sommet. on obtient un graphe dont tous les sommets ont valence 3. 
Toutefois le nouveau graphe peut avoir un sommet libre (dans le cas oti la singularitt pi 
n’est pas sit&e en un sommet de I-). L’arete qui y aboutit est ntcessairement verticale. 
Soit r’ le graphe obtenu en supprimant ces a&es tventuelles. Maintenant. I’isotopie de 
A qui consiste 4 tendre son bord sur r’ ne peut pas augmenter le nombre de singularit. de 
la restriction hl~?D’. Le graphe obtenu a done une complexit strictement infirieure i celle 
de r, contrairement i l’hypothise*. 
Avant de considtrer les autres sous-cas, nous dkcrivons maintenant comment rkaliser 
I’autre type de mouvement de Whitehead, “inverse” du p&&dent. qui simplifie I’allure de ?A 
sur le graphe I-. C’est fopiration Jourerture d’un gruphe, illustrke par la remarque suivante: 
REMARQUE 4. Soir I- un grnphe adaptt? supposons qu’il e.lriste un urc 1. r&lion dcrrCtes de 
I- et des inrerwlles k. k,, k, arvc k = k, u k, c ?D’ rels quc: 
(I) nlki esI un rert?emen~ twt?fifiC d’ordre dcu.\- sur son image; 
(2) les images n(ki) ant des in&ieurs disjoints et /cur rtbnion YSI l’urc 1; 
(3) le poinr n(Ck, ) = n(?k, ) est utw wleur rt;!luliCrc dc h(I). 
Alors le graphe r ne nrinimise ptrs 111 comple.xi~C c(r). 
Preure. Considtirons Ic voisinagc rcpulicr N(r) du graphc r dans SJ. On constwit dcux 
disqucs m, et mL. transverses ri (7N( I-), tels quc: ?wi = af u z,! lcs arcs a{ vkrifiant: 
(I) ai ua: est un arc contcnu dans ?N(r)n A et n(rf) = n(k,); 
(2) a: et a: sont dcux arcs contcnus dans (‘N(T) et dans unc (memc) surface de nivcau de 
la fonction h se rencontrant uniqucment au point z: n 2:. 
On peut voir les disqucs m, comme dcs “membranes” s’appuyant rcspcctivcment sur Its arcs 
k, et qui permettront de Its pousser sur unc mSme surface de nivcau. 
Considtrons maintenant N(r) - C’(w) = N’ oti C’(m) est un petit voisinagc rL:gulicr de 
m, LJ m2 dans N(r). Le bretzel N’ rittracte Ic long dcs surfaces dc niveau de h sur un graphe 
r’ dont tous les sommets ont valence 3; apris une isotopic du bord de A Ic nombre de 
singularitis de la restriction h12D2 a diminuL: de 2. Le graphe r’ a done une complexit 
strictement infL:rieurc ri ccllc dc I-. 
On dbsignera l’operation ci-dcssus par ourerture de r Ie lomg de k, Ed de k,. 
Dans la suite, on effcctuera aussi I’opkration d’ouvcrturc dc r Ic long d’un scul intervallc 
k,, pas nCcessairement vertical, contenu dans CD’ tel que nl k, cst un rcvEtcmcnt ramifii: sur 
son image. 
Si x(c7k,) n’est pas un sommct, le graphe obtenu a un nouveau sommct de valence 3. et 
une complexit infiricure ou &gale g ccllc dc I-, strictcmcnt inftiricurc lorsquc I’arc 1, = n(k,) 
contient des singularit& dans son inti-rieur. 
Lorsque x(?k, ) est un sommct d’ordrc 3. on dcmandc ri k, d’ctrc contcnu dans I’int6rieur 
d’un intervalle k’, tel que nlk’, - k, est injective, et quc Its doux arctcs aboutissant en n(?k,) 
dkfinies commc les fcrmeturcs des composantes conncxcs dc n(k’, - k,) sont toutcs ascen- 
dantes ou toutes descendantcs. Alors Ic gruphc obtenu par ouvcrturc Ic long de k, a un- 
nouveau sommet de valence 4. commc duns Its cas prticcdents. et est un graphc adapt&. 
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2e sous-cm. T, # k, et r2 # k,. 
Si l’arc ri n’est pas vide, necessairement n(p,) et I[(&~) sont des sommets de T. Apres 
ouverture de I- le long de rt(ri) et une isotopie de A supportie dans un petit voisinage de ri, 
on obtient un graphe f’ verifiant les mimes hypotheses que celui du ler sous-cas. sauf que 
fun des extremum n(p,) se trouve en un sommet de valence 4. Cette situation se traite de la 
meme facon qu’alors: apres les mouvements de Whitehead et I’isotopie de A qui elimine les 
deux points critiques n(pl) et n(pz). on a un graphe ayant un seul sommet de valence 4. 
adapti. et qui peut done etre perturb& fournissant ainsi un graphe de complexire stricte- 
ment inferieure. 
3e sous-cas. r, # k, et or = k,. 
Supposons. pour fixer les idees. que p, est un maximum local de h ^  xI?D’. On se ram&e 
d’abord, comme pricidemment (c’est-a-dire par ouverture de T le long de la reunion 
d’aretes n(r,)) a la situation d’un graphe adapti I-’ pour lequel T, = C#I, et ou le disque L’, ne 
contient aucunes singularites dans son intlrieur. 
Considerons alors un intervalle k; contenant k2 dans son interieur, tel que la fonction 
~1 k; est un revetement ramifie sur son image (un tel voisinage existe. car n(?k,) n’est pas un 
sommet de r’, d’apres I’hypothese de gtrncricitt sur la fonction h 0 n). On ouvre alors r’ le 
long de n(k;) et on glissc far&e n(k’,) sur Tar&e n(k;) (les notations sont les memcs que 
celles utiliies dans le premier sous-US). en utilisant un disque sans singularites dans son 
intericur et contenu dans le disquc n(r,). ccci commc darts le premier sous-cas. Le graphc 
final a tous ses sommets de valence 3, et une complexite strictcment infiricure a celle de T. 
4r .w~u.s-cas. r, = k, et r2 = k, . 
Commc Ic point n(c’r,) = n(?r,) cst dans I’intcricur d’une arctc de f, d’aprcs Its 
conditions de gcncricitc. les hypotheses sont exactcmcnt ccllcs de la Remarquc 4. Ccllc-ci 
contrcdit la minimalite de c(f). 
2e (‘us. 
On dihnit comme precedemment un sous-arc maximal r c k, tcl que la fonction nlr est 
un revetement ramifit sur son image et que la restriction nlk - f est injective (la connexitt: 
du voisinage r decoule comme avant de I’hypothtse *). 
Si r # 4. aprZs ouverture de r le long de n(r). on se ram&e ri la situation d’un graphe 
adapt& I-’ pour lequcl T = C#J (le sommet de valence 4 cr& va disparaitre dans les prochaines 
operations). Aprts une isotopie de f’ comme dans le premier cas, le feuilletage du disque 
L’ n’a plus de singularites dans son inttrieur. On fait alors les deux distinctions suivantes: 
(I) la restriction de n a un voisinage de s est injective (c’est en particulier le cas si la 
demi-selle s ne correspond pas a un sommet de r). 
Soit k, I’arc, composante de k - p ne contenant pas s, et k’, I’autre composante. 
Tout d’abord, on fait glisser comme dans le premier cas I’arc n(k,) c r’ sur I’arc 
Nk; ). 
Si n(s) n’est pas un sommet. on obtient aprts le glissemcnt un sommet de valence 
3 en n(s). 
Si n(s) est un sommet de valence 3, le nouveau graphe a un sommet de valence 4. 
Apres I’isotopie de u qui consiste a Climiner les singularites s et p. ce sommet est 
adapt6 et la perturbation qui consiste a le transformer en deux sommets de valence 
3 fournit un graphe de complexiti: strictement infirieure. 
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(2) la restriction de rt a un voisinage de s n’est pas injective (cf. ler cas, 3e sous-cas). 
On ouvre d’abord r’ le long de I’image par n d’un petit arc. voisinage de s. Apres 
quoi, on isotope I’arete n(k,) sur l’arete n(k’,), en utilisant le disque n(r). Le graphe 
obtenu n’a alors que des sommets de valence 3. et une complexitt strictement 
inferieure. 
2e sow-cas. r = k. 
Si dans un voisinage de s. (ou de Sk - s). I’application R n’est pas injective. alors n(s). (ou 
x(?k - s)). est un sommet. et on est alors dans les hypotheses de la remarque 4. 
Sinon. I’application n est injective dans un voisinage de s. et on distingue les situations 
suivantes: 
(I) I’application h 0 xc, restreinte i un voisinage de Sk - s n’est pas monotone (c’est en 
particulier le cas si x(s) n’est pas en un sommet de I-). 
11 existe alors un voisinage fermi k’ de k dans SD’. tel que la fonction nl k’ est un 
revetement ramifie sur son image. Apris ouverture du graphe r le long de x(k’). on 
obtient un nouveau graphe dont tous les sommets ont valence 3, et de complexite 
strictement inferieure. 
(2) I’application h 0 n est monotone dans un voisinage de ?k - s. 
Apres ouverture du graphe I- Ic long de n(k), on obticnt un graphe ayant un 
sommet de valence 4 en n(t7k). Par unc isotopie de c support& dans un voisinagc de 
k on pcut rcduirc Ic nombrc dc singularites de h 0 xl CD. Cc sommet est adapt& et, par 
unc perturbation dc I- prcs dc ce sommct. on obticnt un graphc adapt& dc complcxite 
strictcmcnt infiricurc. 
(I) Darts la prcuve ci-dcssus. on a utilise de maniere trcs faiblc que If, etait un brctzel: 
un disque non-separant. propremcnt plonge dans If, sullit. 
(2) D’autre part, on peut faire le meme raisonnement si la fonction h est une fonction de 
Morse sur une varicte compacte de dimension 3 irrtductible, par exemple une 
fonction de Morse ordonnee dont la surface de niveau lissc de genre maximal est un 
scindcment de Heegaard I: de hf. 
La conclusion est alors la suivante. Soit r un graphe plongt: dans hl dont Ir 
complcmentaire d’un voisinage regulier a un bord compressible; alors, par isotopics 
et mouvements de Whitehcad sur I-, on peut transformer I- en un graphe I-’ 
contenant une courbe simple plongee dans E. 
3. PREUVE DU LEhlME 2 
Soit T, un tore a un trou, contenu dans F, voisinage regulier sur F de t?D, u2D,: la 
courbe L7T, borde un disque A,, proprement plongi dans H,, disjoint de D, u D,. Soit Tle 
tore T, u A,. Par construction, T borde un tore solide contenu dans It,: soit N I’autre 
sous-variete bordee par T dans M. Soit F’ une surface obtenue en poussant legerement 
F dans I’intirieur de H,. 
La surface F’ definit un scindement de Heegaard de N au sens dcs scindemcnts de 
Heegaard des varietes a bord: en efTet. F’ borde d’une part un bretzel Hi, contenu dans H,, 
d’autre part, la composante H’,, fermeture de N - Hi est homtomorphe g la somme 
connexe d’un tore epaissi ( = T2 x [O. 11) et d’un bretzel de genre g - 1. Maintenant, 
d’apres un argument essentiellement d4 i W. Haken (cf (21). on peut trouver un disque D;, 
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coi’ncidant avec D, pres du bord (et en fait isotope si la variete N est irreductiblel. tel que 
l’intersection Di n F est transverse et reduite a une seule courbe fermee. Soit .4 l’anneau 
Di A H’. D’apres le corollaire I7 de [Z], on peut trouver une fonction de Morse f. definie 
sur H’,. avec uniquement des points critiques d’indice 1. telle que les nappes descendantes 
issues des points critiques evitent A u SD,. La reunion des trajectoires du champ de 
vecteurs gradient issues des points de ?D,, forme un anneau A’, proprement plonpe dans H’. 
Considerons le disque D’, = A’ u D,. Apres lissage. c’est un disque proprement plonpe dans 
le bretzel fermeture de ,%I - Hi. Son bord rencontre en un seul point celui du disque 
Di n Hi, proprement plot@ dans Hi. Le scindement F’ verifie done les hypotheses du 
Critere I. Comme F’ est isotope i F, le scindement F est lui aussi obtenu par stabilisation 
sur un scindement de genre y - I. 
Rrmwyrrr. Une adaptation dc la preuve ci-dessus permet de generaliser le Lemme 2 de 
la facon suivante: 
Supposons qu’il existc une collection de disques 0:. 0;. pour iE(l. k) telle que: 
(1) (D\ u D’,)n(D’; u 0:) = c$ si i fj; 
(1) Pour tout i. la paire (D’,, D’,) verifie les hypotheses du Lemmc 2 
Alors, Ic scindcmcnt F cst obtcnu par stabilisations sur un scindcment de genre g - k. 
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